Temat: Pierwiastek wielomianu
https://www.youtube.com/watch?v=L5Y34xom1yM
https://www.youtube.com/watch?v=xy8AIQbEssw
https://www.youtube.com/watch?v=kvFFlzQlm0Q
[image: image1.jpg]Wiesz, ze mozemy obliczy¢ wartos¢ wielomianu dla dowolnej liczby rzeczywistej.
W szczeglnosci wartos¢ wielomianu dla pewnej liczby rzeczywiste] moze rownaé
sig zeru. Mowimy wtedy, ze liczba ta jest pierwiastiiem wielomianu.

|Definicja 1.
Pierwiastkiem wielomianu W(x) nazywamy liczbe rzeczywista a, dla ktérej
W(a)=0.

Prayhlad 1.
Rozwatmy wielomian W(x) = 2¢'+ X'~ 5x! - 2¢-+ 2. Sprawdzimy, czy ktéraé 2 liczh
nalezacych do zbioru {-1,1,2, 3} jest pierwiastkiem tego wiclomianu.



[image: image2.jpg]Obliczamy:
W) =2 (1)*+ (-5 (1)2-2- (1) +2=2-1-5+2+2=6-6=0
W(1)=2-1%+13-5-12-2-142=2+41-5-2+2=-2
w2)=2(42)"'+ (V2) - 5(J2)*- 242 +2=8+ 22 -10-22 +2=0
W(3)=2-3+3"-5.32-2-3+2=162+27-45-6+2=140

Liczby -1 /2 sa pierwiastkami danego wielomianu.




[image: image3.jpg]‘Wielomian stopnia zerowego nie ma pierwiastkow. W przypadku wielomianu ze-
rowego kazda liczba rzeczywista jest jego pierwiastkiem.

Teraz zajmiemy sig pierwiastkami wielomian6w stopnia wickszego od 2. Wyzna-
czymy najpierw pierwiastki wielomianu w przypadku, gdy jest on zapisany
w postaci iloczynu wielomianéw stopnia co najwyze] drugiego.

Prayhlad 2

Wyznaczymy pierwiastki wielomianu W(x) = x(2x— 4)(x + 3)(x* + x— 2) (x* + 5).



[image: image4.jpg]Wielomian W(x) jest zapisany w postaci iloczynu wielomianéw pierwszego i dru-
giego stopnia. Wartosé wielomian W(x) jest réwna zeru tylko wtedy, gdy co naj-
mniej jeden z tych czynnikéw jest réwny zeru, zatem:

x=0 v 2x-4=0 v x+3=0 v ¥+x-2=0 v  ¥+5=0

3 v x=—2vx=1 (réwnanie sprzeczne)

=0 v x=

Vv X

Wielomian ma wartos¢ zero dla liczb: 2,-3,0,-2, 1.
Wielomian W(x) ma pie¢ pierwiastkéw: -3,-2,0, 1, 2.

Zastanéwmy sie, ile pierwiastkow moze mie¢ wielomian stopnia n, gdzie n € N..



[image: image5.jpg]Wiclomian stopnia pierwszego ma jeden pierwiastek. Wielomian stopnia drugiego
ma dwa pierwiastki albo jeden pierwiastek, albo w ogdle nie ma pierwiastkéw.
Ogélnie, jesli wielomian stopnia n ma chociaz jeden pierwiastek, to mozna go
przedstawie jako iloczyn pewnego dwumianu pierwszego stopnia i wielomianu
stopnia (- 1).Z drugiej strony, wielomian stopnia n moze mie¢ co najwy#ej n czyn-
nikéw, kt6re s3 dwumianami stopnia pierwszego. Zatem liczba pierwiastkw wie-
lomianu jest ograniczona przez jego stopief. O tym informuje nas twierdzenie 1.

Twierdzenie 1.
Liczba pierwiastiéw niezerowego wielomianu W(x) jedne] zmienne] rzeczywiste]
jest nie wigksza niz stopiefi wielomianu W(x).

Eatwo sprawdzie, czy dana liczba jest pierwiastkiem wielomianu (przykiad 1), oraz
wyznaczyt pierwiastki wielomianu, jesli jest on zapisany w postaci czynnikéw, co
najwyze] stopnia drugiego (przykiad 2.). Trudnie] jest znaleé pierwiastki wielo-
‘mianu danego w postaci

W) =0+ @, 2+ .+ 4+ ag, glzie 0, 2 0.
W niektdrych sytuacjach pomocne okazuje sie poniisze twierdzenie.




[image: image6.jpg]Twierdzenie 2. (o wymiernych plerwiastkach wielomianu o wspGiczynni-
Kach catkowitych)

Jeseli wielomian W(x) =t X"+ Gy y X' "4 Gy X' 4 .+ 83 ¥4.0y - X+05,0,4.0
g% 0, 0 wspéiczynnikach catkowitych ma pierwiastek wymierny, ktéry mozna
zapisac w postaci utamka nieskracalnego, to licznik tego utamka jest dzielnikiem
wyrazu wolnego ao, natomiast mianownik — dzielnikiem wspélczynnika a, przy
‘najwy#sze] potedze zmiennej.

Zalozenie:  W(X) =0, X'+ @y X 48,0 X4 k@ X 40X+ 0 0, 20
1,70, 0q,a, .0, € €

liczba :, gdzie p,q € €, q# 0 jest pierwiastkiem wielomianu W(x)

NWD(p,q) =1
Teza: Plao i qla.

Dowéd:
Zzalotenia, ze w[ f J =0 otrzymujemy:

E O -




[image: image7.jpg]Mnozymy obie strony réwnosci przez q” i otrzymujemy:
() @y P @ Pt Qe P A p g A =0

L Y L AT RV S

L O e R e B S N R o R
Liczba w nawiasie jest liczbq catkowita jako suma floczynéw liczb calkowitych,
wige lewa strona réwnoei jst podzicina przez . Zatem prawa strona rownosci tei.
na przez p, cayli iloczyn —a, - " jest podzielny przez p. Poniewa:
, wigc NWD(p,q") =1,a to znaczy, ze p i q" nie majq wspdlnych dziel-
nikéw, czyli p1q°. Zatem p est dzielnikiem czynnika ae.
Wréémy do réwnodci (*). Praeksztatcajac ja, otrzymujemy:

0, =g (@ p bl b0 peg ).

Rozumujc podobnie, dochodzimy do wniosku, ze q jest dzielnikiem

Z twierdzenia 2. wynikajg nastgpujace wnioski.

‘Wiosek 1.:Jezeli wielomian W(x) =, X' +0p.1- X '+ 8y X' *+... 48y X404 X+ 0y
@,% 0, #0,0 wspéiczynnikach catkowitych ma pierwiastek catkowity, to jest on
dzielnikiem wyrazu wolnego as.

Whiosek 2. Jesli wielomian W(x) = X' + 8,0 ' + . + ayx + do, gdzie gy # 0,
o wspdlczynnikach cafkowitych ma pierwiastek wymierny, to jest on liczba cafko-
‘wita bedaca dzielnikiem wyrazu wolnego d.

Praykiad 3.

Wyznaczymy (o ile istnieja) wymierne pierwiastki wielomianu:
Wix)=20-5C—4x+3.



[image: image8.jpg]Wielomian W(x) = 2x* - 5x — 4x + 3 ma wszystkie wspétczynniki catkowite, wiec
spetnia zatozenie twierdzenia 2.
pl3, wigcpe {-1,1,-3,3) oraz |2 wiecq € {-1,1,-2,2}, zatem
Pl 134533
q 2! 2’2
Jesli wielomian W(x) ma pierwiastki wymierne, to znajduja si¢ one w zbiorze
11 33
1,-1,3,-5,3,-3,-3,
252 743
Sprawdzmy.
W1)£0  W(1)=0 w[%):o w[—%)au w(3)=0

Dalejjuz nie musimy szukaé pierwiastkéw tego wielomianu. Wielomian jest stopnia
trzeciego, wigc ma co najwyiej trzy pierwiastki. Okazato sie, ze jego pierwiastkami

saliczby: -1, 15 oraz3.
Wizystkie pierwiastki wielomianu W(x) = 2x - 5x - 4x + 3 s3 wymierne.



[image: image9.jpg]Nie wszystkie wspétczynniki wielomianu W(x) = >x°— >x*+ 1 s liczbami catkowi-

tymi, wigc nie mozemy zastosowaé twierdzenia 2. Zauwazmy, ze wielomian W(x)
mozemy zapisa¢ w postaci

W) = % (- 22+ 2), cayli W) = % - Q(¥), gdzie Q) = X°~ ¥+ 2.

Jesli wielomian Q(x) ma pierwiastki wymierne, to sq one takze pierwiastkami wie-
lomianu W(x) (dlaczego?). Wszystkie wspétczynniki wielomianu Q(x) =x* - x*+ 2 53
liczbami catkowitymi | wspétczynnik przy x° jest réwny 1, zatem jesli wielomian
Q(x) ma pierwiastki wymierne, to s3 one liczbami catkowitymi i znajduja sig wérdd
dzielnikéw wyrazu 2. Zatem pierwiastkéw wielomianu szukamy wérod liczb: -1, 1,
2 oraz 2. Otrzymujemy:

Q-1)=0  QM)=#0  Q-2)#0  Q2)#0
Liczba—1 jest pierwiastkiem wielomianu Q(x). Zatem wielomian W(x) = %xt %xu 1
ma jeden pierwiastek wymierny — jest to liczba 1.

Zauwaimy, ze st.W(x) = 5. Mozna wigc wnioskowa, ze wielomian W(x) ma jeszcze

inne pierwiastki, ktére sg liczbami niewymiernymi, albo liczba -1 jest jedynym jego
pierwiastkiem.

Na koniec pokazemy jeszcze jedno zastosowanie twierdzenia o wymiernych pier-
wiastkach wielomianu o wspéiczynnikach catkowitych.



[image: image10.jpg]Zauwazmy, ze liczba {/5 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) =x*~5, bo

w(¥5)=(5)"-5-0
Na podstawie wniosku 2. wiemy, e jesli wielomian W(x) =x'~ 5 ma pierwiastki wy-
mierne, to naleza do zbioru {-1, 1,5, 5}. Liczbay/5 jest pierwiastkiem wielomianu

W(x) i nie nalezy do zbioru {-1, 1, -5, 5}, wiec nie jest liczba wymierna. Zatem ¥/5
jest liczba niewymierna.





Rozwiąż zadania: 5.99 – 3.106 po trzy przykłady do zadania.

