Temat: Nierówności kwadratowe (2 godziny)
https://www.youtube.com/watch?v=IQYG4MQ9I-o
https://www.youtube.com/watch?v=QoE57NBRaGo
[image: image1.jpg]Rysunek przedstawia wykres funkeji kwadratowej f(x) = x’ — 2x - 3. Na podstawie
‘wykresu tej funkeji umiesz juz stwierdzic, dlajakich argumentw funkcja prayimuje

wartoé¢ zero, dia jakich argumentdw wartosci dane] funkcji sa dodatnie, a dia jakich
ujemne.

Przypomnijmy: miejsca zerowe funkei to pierw-
sze wspdirzedne punktow preeciecia wykresu
2 sl OX (zaznaczonych kolorem czerwonym)
Satoliczby-113.

f=0 & (x=-1vx=3)

Powytej osi OX znajduja sig punkty wykresu
funkdji (zaznaczone kolorem zielonym), ktérych
druga wspirzedna jest dodatnia.

f>0 & xe (o5 1)U (3;+0)

Ponizej osi OX znajduja si¢ punkty wykresu funk-
Gji (zaznaczone kolorem niebieskim), ktdrych
druga wspirzedna jest ujemna.

<0 xe(13)

Unmiejetnos¢ odczytywania z wykresu funkcji argumentéw, dla ktérych funkcja
prayjmuje wartoéci dodatnie lub ujemne, lub réwne zeru, jest bardzo przydatna
W rozwigzywaniu nieréwnosci kwadratowych.



[image: image2.jpg]Definicja 1.

Nieréwnoscia kwadratowa (z niewiadoma x) nazywamy kazda nieréwnost, ktéra
moina doprowadzié dopostad @’ + bx+ ¢ >0 lub @+ bx +¢ >0, lub @+ b + ¢ <0,
lub ax* + bx+c < 0, przy czym a, b, ¢ 53 ustalonymiliczbami rzeczywistymiia #0.

Odczytanie zbioru argumentéw funkeji, dla ktérych funkeja f przyimuje wartoéci
dodatnie (ujemne), jest réwnowazne rozwigzaniu nieréwnodci x” —2x—3 > 0
(¢ ~2x~3 < 0). Zatem:

« Zbiorem rozwigzari nieréwnosci x” — 2x -3 > 0 jest suma przedziatow
(0 -1) U (3; +0).
« Zbiorem rozwigzan nieréwnosci x” — 2x—3 < 0 jest przedziat (-1; 3).

Podczas rozwiazywania nieréwnosci kwadratowej bedziemy korzystac z wykresu
odpowiedniej funkeji kwadratowej.

Zauwat, te wspbirzedne wierzchofka paraboli oraz punkt przecigcia wykresu z osig
O nie maja wplywu na zbiér rozwiazari nierownokci.



[image: image3.jpg]Istotne jest potozenie tego wykresu w stosunku do osi OX, w szczegdinosci miejsca
zerowe tej funkcji oraz to, czy parabola bedaca wykresem funkeji ma ramiona skie-
rowane do dofu, czy do géry. Dlatego wystarczy naszkicowa¢ przyblizony wykres,
uwzgledniajacy miejsca zerowe i znak wspolczynnika pray x’.

b) 4x>x*




[image: image4.jpg]Ada)
x*+1<0
—x*-1)<0
~x+1)x-1) <0
x=-1 x

Ny

X € (~o0;~1) U (1; +0)

Wspétczynnik przy x* jest réwny 1.
Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia.
Wyznaczamy miejsca zerowe funkeji f(x) =—x*+ 1.

Wykres funkcji ma ramiona skierowane do dotu (-1 < 0).
szkicujemy pryblizony wykres funkcji.

Odczytujemy argumenty, dla ktérych wartoci funkcji sa
ujemne.
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Zbiorem rozwiązań nierówności jest suma przedziałów 
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[image: image7.jpg]Adb)

Nieréwnos$¢ doprowadzamy do postaci ax’ + bx+c > 0
(a#0).

Wytaczamy —x poza nawias i odczytujemy miejsca ze-
rowe funkcji f(x) = x>+ 4x.

Wspdtczynnik przy x” jest ujemny. Szkicujemy praybli-
zony wykres funkcji.

Odczytujemy argumenty, dla ktérych wartosci funkejisa
x e (0;8) nieujemne.
fl) 20 x € (0;4)
Zbiorem rozwigzar nierownosci jest przedziat (0; 4).

Oméwilismy przypadek nieréwnosci kwadratowych prowadzacych do analizowania
wykresufunkeji y=ax+bx+c(a#0) majacej dwa miejsca zerowe (A >0, A= b~ 4ac).

Ponize] przeanalizujemy nieréwnosci, w ktérych rozpatruje sie wykres funkji kwa-

dratowej majacej jedno miejsce zerowe (A = 0). W tym celu naszkicujmy wykres
funkeji
F)=x+ax+4



[image: image8.jpg]f)=(x+2)  Przeksztatcamy wzér funkeji do postaci kanonicznej (i ilo-
czynowej).
£(0) =4, W(-2,0), jedno miejsce zerowe: -2
RN SAdE,  Zauwazamy, i
f)=0 o x=-2

f0>0 & x & (-0;-2) U (-2; +0)
Funkeja f nie przyjmuje wartosci ujemnych.

Na podstawie powyzszego wykresu otrzymujemy:
X +8x+4>0 & X € (~0;-2) U (-2; +o0)

o X' +4x+4>0 < xeR

o X Hax+4<0 & x=-2

o Nieréwnoséé x* + 4x+4 < 0 nie ma rozwigzari.

.

W ten spos6b rozwiazaliémy cztery mozliwe nierownosci.



[image: image9.jpg]Przyktad 2.

Rozwiazemy nieréwnoéci:
a) ' +6x-9>0 b)x'~8x-16 <0




[image: image10.jpg]Ada) X +6x-930 Obliczamy wyrdnik dla funkejiy =—x*+6x—9.
A=36-4-(-1)-(-9)=0 Wyznaczamy miejsce zerowe.

X

Wspétczynnik przy x* jest ujemny. Szkicujemy

7T> prayblizony wykres funkcji.
Funkcja nie przyjmuje wartosci dodatnich;

6r_950coxoy  Wartosé zeroprayimuje dia argumentu 3.

Liczba 3 jest jedynym rozwiazaniem tej nieréwnosci.

Ad b)
-8-16<0 /-(-1)  Mnoiymy nieréwnose stronami prez (-1).
Al Rozpatrujemy funkejy = + 8x+16.
A Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia.
(x+4)>0 Wyznaczamy miejsce zerowe funkcji.
Xo=—4

Wspétczynnik przy ¥ jest dodatni.
Funkcjay =x*+ 8x + 16 przyjmuje wartos¢

% zero dla argumentu —4; dla pozostatych ar-

N gumentéw funkcja przyjmuje wartodci do-
X+8+16>0 & x € R—{-4} datnie.

N Skt

Na koniec pozostat przypadek, gdy wyrdinik obliczony dia funkcji kwadratowej,
wykorzystane] do rozwiazania nieréwnosci kwadratowej, jest ujemny.



[image: image11.jpg]Przyktad. 3.

Rozwigzemy nieréwnosci:
s b) 50+ 17 < 12x+4




[image: image12.jpg]Ada)

Wiemy, ze funkcja kwadratowa y — 1 nie ma miejsc zerowych (A < 0); dla
dowolnej liczby rzeczywistej x wartosé wyrazenia —x“— 1 jest ujemna (nie wigksza
niz—1).

% Wykres funkcji y=-x*—1 potozony jest pod osig OX.

/\ Zbiorem rozwiazar nieréwnosci —x?—1 < 0jest zbiér R.
2

x*-1<0 <> xeR




Zbiorem rozwiązań nierówności jest zbiór liczb rzeczywistych.

[image: image13.jpg]Adb)

S(x+1)* < 12x+4 Nier6wnoé¢ doprowadzamy do postaci
s(x*+2x+1) -12x-4<0 ax’+bx+c<0(a0).
5x*-2x+1<0 Obliczamy wyréznik dla funkcji
A=4-4.5.1=-16, -16 <0 y=5x"—2x+1.
\/ Wspétczynnik przy x* jest dodatni. Szki-
cujemy przyblizony wykres funkcji.

bbb T hbbd
x Wykres potozony jest nad osig OX.



[image: image14.jpg]Funkcja prayimuje wartoéci dodatn'e dla dowolne liczby rzeczywistej.

N istnieje liczba rzeczywista, ktdra spefniataby nieréwnosé. Nierownos¢ jest
sprzeczna

UWAGA: Ujemny wyréinik, rozwatany podczas rozwiazywania nierdwnosci kwa-
dratowej, nie éwiadczy o tym, ze zbidr rozwiazarl nieréwnosc jest pusty. Informuje
nas jedynie otym, ze dana funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych, a jej wykres

prayblizony wykres funkcji i na jego podstawie rozwi




Rozwiąż zadania

2.115 – 2.120 po trzy przykłady
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